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Abstract 

A point group representation spanned by a set of 
equivalent positions is a peculiar principal induced 
representation (PIR) associated with the stabilizer 
subgroup of the generating position. The characters, 
the irreducible components and the kernels of the 
PIR are determined by means of classical methods. 
The PIR properties are specially studied in connec- 
tion with subgroup relations. There is a mapping from 
the ordered set of conjugate subgroups to the ordered 
set of non-equivalent PIR. The PIR direct products 
may always be split into a sum of PIR; in special 
cases the product redtices to one PI R. The intersection 
of PIR is not always a PIR; this depends on relative 
properties of their associated subgroups. When the 
point group is commutative the set of non-equivalent 
PIR may be erected into a modular lattice (in the 
mathematical sense). It is isomorphic to the modular 
lattice of subgroups. The study is illustrated by 
numerous examples built on point groups 2,2m, 23 
and 4/m. 

I. Introduction 

Les groupes ponctuels cristallographiques constituent 
des exemples de choix en th6orie des groupes. Leurs 
ordres restent suffisamment petits pour qu'on puisse 
les manipuler ais6ment; n6anmoins la complexit6 de 
certains d'entre eux est telle qu'ils se pr~tent 
l'illustration de nombreuses propri6t6s. C'est le cas 
des repr6sentations induites principales et plus par- 
ticuli~rement des repr6sentations de permutationdes 
families de points 6quivalents dont Bertaut (1968, 
1981) a signal6 un certain nombre d'applications cris- 
tallographiques. 

En ce qui concerne les concepts bien connus inter- 
venant dans cette &ude (repr6sentation induite prin- 
cipale, espace vectoriel d'un groupe, ensemble 
ordonn6 et treillis de sous-groupes) nous raisons 
r6f6rence aux ouvrages classiques (e.g. Lomont, 1959; 
Kurosh, 1960, 1965; Murnagham, 1963; Dubreil, 
1972; Kirillov, 1976); quant aux concepts moins con- 
nus intervenant dans les §§ III et IV principalement, 

* An English translation 'not refereed' may be obtained from 
the authors upon request. 

nous ne no(as 6tendrons pas sur le d6tail des 
d6monstrations math6matiques.t 

II. Representations sous-tendues par des points 
~quivalents et repr6sentations induites principales 

Soit G un groupe ponctuel cristallographique. Con- 
sid6rons un point qi de l'espace cristallographique et 
soit Hi le stabilisateur de qi (Berger, 1977), c'est-fi- 
dire, le sous-groupe de tous les 616ments de G qui 
transforment qi en lui-m~me. Voici la partition 
gauche Pi de G relative ~ Hi :+ 

G =Ail Hi --k Ai2Hi q- Ai3Hi --k . . . q- Aip, Hi, 

Pi ={Ail H i ,  A i 2 H i ,  A i 3 H i ,  . . . , Alp, Hi}, 

avec Ail 6 Hi, Ai2fgAilHi, Ai3ygAilHi, 
A i3gAi2Hi , . . . .  Le nombre Pi des complexes 
gauche AijHi (1 <-j<-Pi) est bien entendu l'indice de 
Hi dans G; Pi =IGI/IHil, IGI et In, l d6signant les 
ordres de G e t  Hi. Tousles 616ments de Ai~ Hi trans- 
forment qi en lui-m~me (Ai~Hi= Hi); tous les 616- 
ments de Ai2Hi transforment qi en un m~me second 
point qi2; tousles 616ments de Ai3Hi transforment qi 
en un m~me troisi~me point qi3 etc. L'ensemble (qo) = 
{qi, qi2, qi3, . . . ,  qip,} est dit orbite de qi (Berger, 1977) 
ou plus commun6ment famille des points 6quivalents 
:~ qi. Les stabilisateurs Hit des points qo sont des 
sous-groupes conjugu6s de Hi dans G: H~2 = 
Ai2HiAT.21, Hi3 = A i 3 H i A ~ 3  i ,  . . . ,  Hip, = Aip HiA~l. 
L'action de tout 616ment g de G sur les points 
6quivalents qo est une permutation de ceux-ci. La 
famille (qo) sous-tend donc une repr6sentation de 
permutation R(qo) de G de dimension Pi. Puisqu'il 
existe une bijection, r6guli~re vis-a-vis de Faction de 
g, entre les points qo et les complexes AijHi de P,, 
R(qij) n'est autre que la repr6sentation induite prin- 
cipale§ R(Hi) de G associ6e au sous-groupe Hi, 
c'est-~-dire, admettant comme base la partition Pi. 

t Plusieurs concepts intervenant dans les §§ III et IV ne semblent 
pas avoir fait l'objet de publications; nous tenons ~ la disposition 
du lecteur les d6monstrations completes les concernant. 

:~ Les op6rations de sym6trie sont composdes de la droite vers 
ia gauche: XY signifie X pr~c6d~ de Y. Nous avons pr~f6r~ utiliser 
le mot 'complexe' plut6t que le mot 'classe' qui admet de multiples 
sens en cristallographie. 

§ Encore appel6e 'repr6sentation quasi-r6guli~re'. 
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L'expression 'repr6sentation induite principale' sera 
d6sign6e par rabr6viation 'RIP'  dans la suite du 
m6moire. La dimension de R(Hi) divise donc ]G]; le 
caract~re de cette RIP est bien 6videmment donn6 
par les traces de ses matrices; la trace de la matrice 
R(Hi, g) repr6sentant l'616ment g de G a pour 
valeur:* 

X[ R( Hi, g)] = piki(g)/ ki >- O 

off ki d6signe le nombre de sous-groupes conjugu6s 
de Hi dans G e t  ki(g) le nombre de ceux d'entre eux 
qui contiennent g. Les matrices de R(Hi) 6tant des 
matrices de permutation, leurs traces sont n6cessaire- 
ment des entiers positifs ou nuls; la trace des matrices 
de g e t  de ses conjugu6s n'est jamais nulle si g appar- 
tient 5̀  Hi ou 5̀  un sous-groupe conjugu6 de Hi; la 
trace de g e t  de ses conjugu6s est toujours nulle si ni 
g ni run  de ses conjugu6s n'appartient 5. Hi; si Hi 
est invariant, tous les 616ments de Hi ont pour trace 
Pi, les traces des autres 616ments de G sont nulles. 
Enfin, quels que soient G e t  Hi, la somme des traces 
de R(Hi) est 6gale 5. l 'ordre de G: 

Y~ x[R(ni,  g)]=[GI. 
g ~ G  

R(Hi) peut &re r6duite: 

R(Hi) = E  mi(R~)R~; 

le poids mi(R~) de chaque repr6sentation irr6ductible 
R~ de G est 6gal 5 :̀ 

mi(R~)=(1/[Hi]) E x(R,,,hi). 
h s ¢ H~ 

Si une repr6sentation irr6ductible complexe de G 
figure dans la r6duction de R(Hi),  alors la repr6senta- 
tion irr6ductible complexe conjugu£e y figure 6gale- 
ment. Par ailleurs, il y a autant de RIP de dimension 
2 qu'il y a de repr6sentations irr6ductibles mono- 
dimensionnelles alternantes de G, c'est-5`-dire, de 
sous-groupes d'indice 2 (cf Bertaut, 1968). Con- 
sid6rons maintenant le cas particulier off G est le 
produit direct d 'un sous-groupe G~ et d 'un sous- 
groupe G2={1, X} d'ordre 2; si X ~  Hi, alors les 
repr6sentations irr6ductibles qui composent R(Hi) 
sont toutes sym6triques (paires) par rapport 5̀  1'616- 
ment X;  si X gHi, alors la somme des dimensions 
des repr6sentations irr6ductibles sym6triques par rap- 
port 5̀  X est 6gale 5̀  la somme des dimensions 
des repr6sentations irr6ductibles antisym6triques 
(impaires) par rapport 5̀  X, composant R(Hi). Dans 
tous les cas, le noyau Ni de R(Hi) est le plus grand 

* La trace est aussi donn6e par 

x [ R ( H , ,  g)] = p, IC~ n n, l / lCg I 

off Cg d6signe la classe des conjugu6s de g clans G, IC~l leur 
nombre et ]Cg n H~[ le nombre de ceux d'entre eux contenus dans 
/4,. 

Tableau 1. Families de points dquivalents du groupe 
ponctuel 42m 

Les notations sont directement d6riv6es de celles du groupe 
d'espace PT12m - N ° 111 (International Tables for Crystallography, 
1987): les coordonn6es sont relatives au rep6re conventionnel 
quadratique. 

8 o 1 x,y,z;ff, y,z;y,~,~,;y,x,z; 
~, y, ;?; x, ~, ~; 9, .~, z; y, x, z. 

4 n . .m x,x,z;2,~,z;x, 2,~;2, x,~'. 
4 i .2. x, 0,0;ff, 0,0;0,~,0;0, x, 0. 
2 g 2.ram 0,0, z;0,0,~,. 
1 a 42m 0,0,0. 

Tableau 2. Caract~res des reprdsentations irrdductibles 
du groupe ponetuel Zt2m 

R~ 1 2.7~ 2¢ 2 .2~ 2.  ma+ b 

A, 1 1 1 1 1 
A2 1 1 1 -1 -1 
B 1 1 -1  1 1 - 1  
B2 1 -1 1 -1 1 
E 2 0 -2 0 0 

sous-groupe invariant de G contenu dans Hi, c'est 
rensemble des 616ments ni tels que x[R(H,  ni)] = Pi; 
si Ni se r6duit 5̀  ridentit6, R(Hi) est fid~le. 

Exemple 

Consid6rons le groupe ponctuel G=42m (Tab- 
leaux 1 et 2) et soit qi -- (x, ~, ~) avec x, z E ~, x # 0. 
I1 vient alors: IGI =8 ,  Hi = {1, ma+b} = ma+b, ]Hi[-- 2, 
p i = 4 ,  A i l = l ,  A i 2 = ~  A i 3 = 2 c ,  A i 4 = ~ ,  3, A i l H i  = 

(1,  m~+b}, A i 2 H i  = {4, 2b}, A i a H i  = {2c, m - a + b } ,  

A i 4 H i = { 4 3 , 2 a } ,  ( q i j ) = { ( x , ~ , ~ . ) ,  ( ~ , f i , , z ) ,  ( ~ , x , ~ ) ,  

(x,x,z)}=famille n (el Tableau 1), Hi:=Hi4 = 
m_~+b, Hi3 = m~+b. Voici les matrices de R(mo+b): 

R(H~, 1)= 

R(Hi ,  2~) = 

R ( H .  2o) = 

R( Hi, rno+ b) = 

[~ 0 0 0 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

]i 0 0 1 

0 0 0 

1 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

1 0 0 0 

1 0 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

• R ( H , , 4 )  = 

• R ( H i ,  2, s)  = 

; R(Hi ,2b )  = 

; R(Hi ,  m_a+b)= 

0 0 

1 0 

0 1 

0 0 

0 1 

0 0 

0 0 

1 0 

0 1 

1 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 1 

1 0 

0 0 

0 

0 ; 

1 

0 0 

1 0 

0 1 

0 0 

0 0 

0 0 

0 1 

1 0 

1 0 

0 0 

0 0 

0 1 
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Tableau 3. Caract&es, rdductions et noyaux des RIP R( Hi) de G = 2,2m 

Famil ies  de points  6quivalents sous - tendant  ces R I P .  2~ est  le sous -groupe  commutateur .  

(qo)  R ( H , )  1 2.21 2~ 2 . 2 ,  2 .  m,~+b N,  

a R(4.2m) = A t 1 I 1 1 1 ~,2m 
R(222) = A I + B~ 2 0 2 2 0 222 

g R(mm2)  = A 1 + B 2 2 0 2 0 2 ram2 
R(7~) = A l + A 2 2 2 2 0 0 7~ 

i R ( 2 , ~ ) = R ( 2 h ) = A t + B t + E  4 0 0 2 0 1 
n R ( m a + b ) = R ( m _ a + b ) = A ~ + B z + E  4 0 0 0 2 1 

R (2,.) = A~ + A 2 + B t + B 2 4 0 4 0 0 2~ 
o R ( 1 ) = A ~ + A 2 + B ~ + B 2 + 2 E  8 0 0 0 0 l 

Tableau 4. Families de points 6quivalents du groupe 
ponctuel 23 

Les notat ions  sont  directement  d6riv6es de celles du groupe  
d'espace P 2 3  - N ° 195 (International Tables for Crystal lography,  

1987):  les c o o r d o n n 6 e s  sont  relatives au rep~re c o n v e n t i o n n e l  
cubique.  

12 j 1 x , y , z ; £ , ~ , z ; x , y , z ; x ,  fi, 2; 
z , x , y ;  z ,~ ,p;  ~,.~,y; ~,x, fi; 
y, z, x; fi, z, .~; y, 2, ~; f~, ~, x. 

6 f 2 . .  x, 0, 0; ~, 0, 0; 0, x, 0; 
0, ~, 0; 0, 0, x; 0, 0, ~. 

4 e . 3 .  x , x , x ; x , x , x ; ~ , , x ,  Y c ; x , ~ .  
I a 23 0, 0,0. 

Tableau 5. Caract&es des repr~senations irrdductibles 
du groupe ponctuel 23 [j  = exp (2i7r/3)] 

R,~ 1 4 . 3  4 . 3 2  3 . 2  

A 1 1 1 1 
1 j j* 1 

E 1 j*  j 1 

T 3 0 0 - 1  

Tableau 7. Families de points ~quivalents du groupe 
ponctuel 4 /m 

Les notat ions  sont  directement  d6riv6es de celle du groupe  d'espace  
P 4 /  m - N ° 83 ( International Tables for Crystal lography,  1987):  les 
c o o r d o n n 6 e s  sont  relatives au rep~re convent ionne l  quadratique.  

8 l I x , y , z ; ~ , f , , z ; f , , x , z ; y , ~ , z ;  
~ , f i ,~ ;x ,y ,~ ;  y ,~,~;  ~,x,~. 

4 j m . .  x ,y ,O;$, f i ,  O;p ,x ,O;y ,~O.  
2 g 4 . .  0, 0, z; 0, 0, £. 
1 a 4/m.. 0, 0, 0. 

Tableau 8. Caract&es des representations irr~ductibles 
du groupe ponctuel 4 /m 

R,, 1 4 2 43 i 4 m ~3 

A~ 1 1 1 1 1 1 1 1 
Bg 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

1 i - 1  - i  1 i - 1  - i  
Eg 1 - i  - 1  i 1 - i  - 1  i 
A.  1 1 1 l - 1  -1  - 1  - 1  
B,, 1 -1 1 -1 -1 1 -1  I 

]'1 i -1  - i  - 1  - i  1 i 
E,, l 1 - i  -1  i -1 i 1 - i  

Tableau 6. Caract&es, r6ductions et noyaux des RIP 
R(Hi) de G = 23 

Famil ies  de points  6quivalents  sous- tendant  ces R I P .  222 est  le 
sous -groupe  commutateur .  

( % )  R ( H ~ )  1 4 . 3  4 . 3 2  3 . 2  N,  

a R(23) = A 1 1 1 1 23 
R(222) = A +  E 3 0 0 3 222 
R(3a+b+c) = R(3-a-b+¢) 

= R(3_,+b_¢)  4 1 ! 0 1 
e = R(3a-b-, . )  

= A + T  

f - { R(2a) = R(2b) = R(2, )  6 0 0 2 1 
= A + E + T  

g R ( I ) = A + E + 3 T  12 0 0 0 1 

Voici la r6duction de R(m,,+b): 

m,(A,)  = (1 + 1 ) / 2 =  1, 

mi(A2)=(1-1)/2=O, 

m,(B,)=(1-1)/2=O, 

m,(B2)=(1 + 1 ) / 2 =  1, 

m,(E)=(2+O)/2= 1, 

On peut retrouver les traces de ces matrices comme 
suit: 

k i=2 ,  k i (1 )=2 ,  x[R(H, I ) ]=4 ,  

ki(2,) = ki(2, 3) = ki(2c)= k i (2a)= k , (2b)=0 ,  

X[ R(Hi, 4.)] = X[ R( Hi, ~.3)] = X[ R(Hi, 2<)] 

= X[ R( H,, 2a)] = X[ R( Hi, 2b)] = 0, 

k,(m,,+b) = ki(m-,,+b) = 1, 

X[ R(Hi, too+b)] = X[ R(Hi, m-.+b)] = 2. 

R(ma+b) = R(n) = A, + B2+ E; 

R(ma+b) est fid~le, Ni = 1. 
On peut de la m~me fagon 6tudier les autres RIP 

de ~,2m; leurs caract6ristiques sont donn6es dans le 
Tableau 3. Et de m~me pour les RIP des groupes 
ponctuels 23 (Tableaux 4 ~ 6) et 4 /m (Tableaux 7 fi 
9). 

Une remarque s'impose; H i &ant un sous-groupe 
quelconque de G, il n'existe pas forc6ment un point 
(au moins) dont ~ serait le stabilisateur; en effet si 
un point q bien donn6 est laiss~ invariant par Hi, H i 
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T a b l e a u  9. C a r a c t ~ r e s ,  r d d u c t i o n s  et  n o y a u x  d e s  R I P  R (  H~) 

Families de points 6quivalents sous-tendant ces RIP. 1 est le sous-groupe 

(qo) R(H, )  1 4 2 43 i 

a R(4/m) = Ag 1 1 1 1 1 
R(2/m) = Ag+ Bg 2 0 2 0 2 

g R(4) = Ag + A, 2 2 2 2 0 
R (4) = Ag + B, 2 0 2 0 0 
R(1)= Ag+ Bg+ Eg 4 0 0 0 4 
R(2) = Ag + Bg + A~ + B~ 4 - 0 4 0 0 

j R(m)=Ag+Bg+E~ 4 0 0 0 0 
1 R(1)=A~+Bg+Eg+Au+Bu+E ~ 8 0 0 0 0 

d e  G = 4 / m  

commutateur. 

m ~3 Ni 

1 1 1 4/m 
0 2 0 2/m 
0 0 0 4 
2 0 2 
0 0 0 
0 0 0 2 
0 4 0 m 
0 0 0 1 

ne con t i en t  pas  fo rc6ment  tous  les 616ments de G 
t r a n s f o r m a n t  q en lui-m~me.* 

E x e m p l e  

Les sous -g roupes  222, 3, et 2c de 3,2m ne sont  les 
s tab i l i sa teurs  d ' a u c u n  po in t  de l ' e space  cristal-  
l o g r a p h i q u e  (Tab leau  3). Le sous -groupe  222 de 23 
n 'es t  le s tab i l i sa teur  d ' a u c u n  po in t  (Tab leau  6). De 
m~me les sous -g roupes  2 / m ,  4, 1 et 2 du g roupe  4 / m  
(Tab leau  9). 

U n e  fami l le  g d n d r a l e  de poin ts  6quiva lents  sous- 
t end  la R I P  R(1) ;  cette r epr6sen ta t ion  est fid~le dans  
t o u s l e s  cas. Les fami l ies  spdc ia l e s  sous - t enden t  des 
R I P  fid~les ou n o n  se lon que  le n o y a u  se r6dui t  ou 
non  5. l ' ident i t6  (Tab leaux  3 et 6). Lorsque  G est 
ab61ien, seule  la r ep r6sen ta t ion  sous - t endue  pa r  une  
famil le  g6n6rale ,  R(1) ,  est fid~le (Tab leau  9). La  (les) 
famil le(s)  sp6cia le(s)  r6dui te(s )  5, un  point ,  i nva r i an t  
pa r  G, sous - t end(en t )  la R I P  R ( G )  qui (5, l ' excep t ion  
de G = 1) est tou jours  non  fid~le. 

III. Equivalence et embo~tement des RIP 

Les R I P  associ6es 5, des sous-groupes  H k ,  H k 2 ,  

H k 3 , . . .  con jugu6s  dans  G sont  6quivalentes ;  on  no te  
alors:  R ( H k ) =  R ( H k 2 ) - - R ( H k 3 ) =  . . . .  I1 en r6sulte 
que  la r ep r6sen ta t ion  de p e r m u t a t i o n  d ' u n e  fami l le  
de poin ts  6quiva len ts  est b ien  6v idemmen t  i nd6pen-  
dan te  (5, un  c h a n g e m e n t  de base  pros) du po in t  g6n6- 
ra teur  de la fami l le  (cf. T a b l e a u x  3, 6 et 9). Si le 
sous -g roupe  H k  con t i en t  le sous -groupe  I l l  - ce qui 
est not6 H k  D I l l  - alors  la R I P  R ( H k )  est di te  inc luse  
dans  la R I P  R ( H t ) ,  c'est-5,-dire, est 6quiva len te  5, une  
r ep r6sen ta t ion  de G c o n t e n u e  dans  R ( H t )  - ce qui 
est not6 R ( H k ) c  R ( H I )  (Figs.  1 5, 3) . t  R e m a r q u o n s  
que la propr i6 t6  r6c ip roque  n 'es t  pas  fo rc6ment  
v6rifi6e: a ins i  la R I P  associ6e 5, l ' un  des sous -g roupes  
3 de 23 a p o u r  r6duc t ion  A + T, la R I P  associ6e 5, l ' un  

* On peut construire d'autres orbites (vecteurs axiaux, 
tenseurs, . . .  ) sur lequel le groupe G op~re; le sous-groupe Hj peut 
~tre le groupe stabilisateur d'un 616ment d'une de ces orbites 
6ventuellement. 

t En d'autres termes, il existe une application isotone (Dubreil, 
1963) de l'ensemble des sous-groupes de G ordonn6 par la relation 

sur I'ensemble des RIP de G ordonn6 par la relation c :  
H k = H t ~ R ( H k ) C  R(H,) .  

des sous -g roupes  2 de 23 a pou r  r6duc t ion  A + E + T, 
mais  a u c u n  sous -g roupe  3 ne con t i en t  un  des sous- 
g roupes  2 de 23 (Fig. 2). Mais  si G est ab61ien, alors  

I 1 I A 1 " A e ' B  ~ + B2 + 2 E  

Fig. 1. Treillis des sous-groupes du groupe ponctuel 42rn et RIP 
aff6rentes ~ ces sous-groupes. 

°°°°°° 

Fig. 2. Ensemble ordonn6 des classes de conjugaison des sous- 
groupes du groupe ponctuel 23 (traits pleins); les sous-groupes 
23, 222 et 1 sont invariants et constituent chacun une classe 
enti~re; ia classe 3 contient les quatre sous-groupes conjugu6s 
3a+b+c, 3-a-b+c, 3-a+b-c et 3~-b-c ; la classe 2 contient les trois 
sous-groupes 2a, 2b et 2c. Ensemble ordonn6 des RIP non 
6quivalentes du groupe 23 (traits discontinus); la repr6sentation 
induite par le sous-groupe 1 est la repr6sentation r6guli~re, la 
repr6sentation E n'y figure qu'une fois bien qu'elle soit de 
dimension 2; E est en fait la somme de deux repr6sentations 
irr6ductibles complexes conjugu6es de dimension 1 (voir 
Tableau 5). I1 existe donc une bijection entre les deux ensembles 
ordonn6s; elle est isotone (Dubreil, 1963) de I'ensemble des 
classes de sous-groupes vers l'ensemble des classes de RIP et 
non isotone en sens oppos6. 
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Ilk ~ HI et R(Hk) c R(H~) s'impliquent r6ciproque- 
ment: l 'ensemble ordonn6 ~d des sous-groupes de G 
et l 'ensemble ordonn6 ~t des RIP non 6quivalentes 
de G sont alors isomorphes. 

G 6tant quelconque, consid6rons deux sous- 
groupes Hk et H; tels que G ~ H k ~ H ~ I .  Cette 
condition implique R ( G ) c  R(Hk)C R(H,)c  R(1): 
R(G) est la repr4sentation identit6 de G, R(1) est la 
repr6sentation r6guli~re de G. Puisque la repr6senta- 
tion identit6 R(G) est incluse dans toute RIP R(H~) 
et que celle-ci est incluse dans la repr6sentation r6gu- 
li~re R(1), toute RIP inclut exactement une fois la 
repr6sentation identit6; la seule RIP irr6ductible est 
donc R(G);  le poids de toute repr6sentation irr6duc- 
tible R~ de G dans R(Hi) est au plus 6gal & la 
dimension d~ de R~ ; on a plus g6n6ralement la rela- 
tion suivante entre les poids de R~ dans R(Hk) et 
R( Ht) ( Hk ~ Ht): 

O<-mk(R,~)<-mt(R,~)<-d~ ¢~ 

O<--(1/IHkl) E x(R~,hk) 
h k 6 H k 

-<(1/IN, I) Y x(R~,,ht)<-d~, 
h t e  H t  

pour toutes les repr6sentations irr6ductibles de G. 
Notons que la RIP relative au sous-groupe commu- 
tateur de G contient chaque repr6sentation irr6duc- 
tible unidimensionnelle de G une fois & l'exclusion 
de toute autre repr6sentation; le sous-groupe commu- 
tateur constitue dans tousles  cas le noyau de la RIP 
qui lui est associ6e. 

Exemple 

Les Figs. 1 & 3 et les Tableaux 3, 6, 9 illustrent 
directement ces propri6t6s pour les groupes ponctuels 
~,2m, 23 et 4/m. 

. ° ° °  

Fig. 3. Sous-groupes du groupe ponctuel 4 /m  et RIP aff6rentes 
c e s  sous-groupes; Eg et E~ ne figurent qu'une lois dans la 
repr6sentation r6guli6re car ces repr6sentations sont r6ductibles 
(voir Tableau 8). L'ensemble ordonn6 des sous-groupes (traits 
pleins) est isomorphe de l 'ensemble ordonn~ des RIP (traits 
discontinus): ce sont des treillis modulaires. 

IV. RIP et lois de treillis 

L'ensemble ~ des sous-groupes d'une groupe G est 
un ensemble ordonn6 par la relation ~ qui, rap- 
pelons-le, poss~de une structure alg6brique de treillis: 
H, et H2 6tant deux sous-groupes quelconques de G, 
on peut d6finir deux sous-groupes H3 et /44 de G 
(distincts ou 6ventuellement confondus avec H, et 
H2) de la mani~re qui suit. 

(i)  H 3 = H, ~ H2 est appel6 le plus grand minorant 
(PGM) de H~ et H2: c'est le plus grand sous-groupe 
de G contenu & la fois dans Hi et H2; autrement dit, 
c'est l 'intersection des sous-ensembles H~ et H2 de 
l'ensemble G. 

(ii) H4 = H~ II H2 est appel6 le plus petit majorant 
(PPM) de H, et H2: c'est le plus petit sous-groupe 
de G contenant ~ la lois H, et H2; dans la majeure 
partie des situations ce n'est pas la r6union de H, et 
H2; c'est toujours le sous-groupe engendr6 par leur 
r6union. 

Les lois 1--] et II sont associatives, commutatives, 
idempotentes (H, ~ H, = H, II H~ = H,) et respectent 
la double absorption [ H~ l--q (H~ II H2) = Hi II 
(H,~H2)= H,]; G est neutre pour ~ ,  1 est neutre 
pour II.  Nous allons maintenant relier les propri6t6s 
des RIP aux lois de treillis. 

1. Produit direct de RIP 

Consid6rons deux sous-groupes quelconques Hi et 
Hj de G e t  la partition de G en complexes doubles 
associOe & ces sous-groupes: 

G = HiX1Hj + H i X 2 H  j + . . .  + H~XrHj, 

avec X,~ H, Hj, X2~ H,X, Hj, X3# H,X, Hj, 
X3# H, X2Hj etc. Remarquons que tout 61~ment de G 
figure n~cessairement dans un seul complexe double 
de cette partition; il peut apparai'tre plusieurs lois 
lors de la construction de ce complexe. Formons 
maintenant les sous-groupes conjugu6s de Hi par les 
r repr~sentants X~ des r complexes doubles: 

H I=X,Hjx [ ' ,  H~=X2HjX~' , . . . ,  

H;= X, HjX;'. 

Voici les r PGM de Hi et de ces sous-groupes: 

H, nHJ,H, nHf,...,H, nH;. 

Remarquons au passage que, dans cette liste, le m~me 
sous-groupe peut apparal'tre plusieurs fois. Alors le 
produit direct des RIP R(Hi) et R(Hj) peut ~tre 
d6compos6 en la somme des r RIP aff4rentes aux r 
sous-groupes Hi ~ H~" 

r 

R(H,)®R(Hj)= E R(H,~H~).  
/3=1 
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Exemple 

G=3'2m,  Hi =2a,  //j = m`'+b. La partition de G 
comporte deux complexes doubles: 

X ~ = I ,  niXiHj={1,2~}{1, m~+b} 

= {1, ma+b, 2~, 3'3}, 

X2=71, HiXfl'-ld= {1,2a}3'{1, ma+b} 

= {1, 2`'}{3', 2b} 

---- {3', 2b, m-a+b, 2~}; 

H)= X, HjX-~'= {1, ma+b}, 

H ] = X2I-ljX2'= 4{ 1, m`'+b}3' 3= {1, rn-a+b}; 

Hi[-] H) = {1, 2,,}[-l{1, m`'+b} = l, 

H i g H  2 =  {1, 2~}[-]{1, m_`'+b} = 1; 

R(Z` ' )®R(m, ,+b )=ZR(1 ) .  

Par un simple calcul de caract&es, on peut v6rifier 
partir des Tableaux 2 et 3 qu'on a effectivement: 

(AI+ BI+ E ) ® ( A I +  B2+ E) 

= 2(A~ + A2+ BI + B2+ 2E). 

Exemple 

G = 3'2m, Hi = ~ = 2`'. La partition de G comporte 
trois complexes doubles: 

X , =  1, HiX, Hj={1,2a}{1,2a} 

= {1, 2`', 2~, 1}, 

X2 =3', HiXz/-/j = { 1, 2~}3'{ 1, 2~} 

= {1, 2,,}{3', m`'+b} 

= {3', m`'+b, m-,,+b, 3'3}, 

X3 = 2~, HiX3Hi={1,2,,}2~{1,2,,} 

= {1, 2`'}{2¢, 2b}, 

= {2c, 2b, 2b, 2~}; 

H) = X, ItsX I'  = {1, 2`'}, 

H 2= X 2 H X ;  1 =3'{1,2,,}3' 3= {1, 2b}, 

H ) = X3I-tsX;'= 2~{1, 2`'}2¢ = {1, 2,,}; 

HiITH)=2`',  Hil---1H]=l, HiI--qH}=2,,; 

R(2, ,)®R(2,,)=2R(2`')+ R(1). 

Un simple calcul de caract~res montre qu'on a en 
ettet: 

(A, + B, + E ) ® ( A ,  + B, + E) 

= 2(A~ + B~ + E)  + (A~ + A2 + B~ + BE + 2E ). 

Puisque ron  peut toujours prendre X~ = 1, alors 
R( Hi)® R( I-tj) contient R(Hil--IIt)) au moins une 
fois; il n'est donc pas toujours indispensable de 

r6aliser la partition de G en complexes doubles pour 
d6composer R( Hi)® R( Hj); en particulier si la 
dimension Pins de R(HiI-lt-Ij) est 6gale ~ PiP.i, alors 
R( Hi)® R( I-Ij) = R( HiF] I--Ij). 

Exemple 

G = 2,2 m, Hi=222,  Hi=ram2, Hil- lHj=2c,  

Pi = Pj = 2, Pinj = 4 = PiPj, 

R(222) ® R(mm2)= R(2¢). 

Par un simple calcul de caract~res, on v6rifie qu'on a: 

(A, + B , )®(A,  + B2)= (A, + A2+ B, + B2). 

Voyons maintenant quelques cas particuliers. Si la 
partition de G n 'admet qu'un seul complexe double, 
c'est&-dire, si Hills=G, alors R(Hi )®R(Hj )=  
R(Hi~Hj ) .  

Exemple 

G=3'2m,  Hi=3' ,  Hj=222,  

HiHj = { 1, 3', 2~, 3'3}{ 1, 2`', 2b, 2c} 

= {1, 2`', 2b, 2~, 3', m`'+b, m-a+b, 

713, 2~, 2b, 2,,, 1,713, m-`'+b, m,,+b, 2,} = 712rn, 

Hi~E=2~, 
R(3') ® R(222) = (a,  + a z ) ® ( a ,  + B1) 

= A1 + A2+ B~ + B2 = R(2c). 

Si run  au moins des sous-groupes Hi ou ~ est 
invariant, alors: 

R( Hi)® R(I-lj) = (PiPj/Pinj) R( Hi[-] I-t~). 

Exemple 

p j = 2 ,  

R(ma+b)®R(mm2) 

Quel que soit Hi, alors 

G = 3,2m, Hi = m`'+b, Hj = mm2, 

ni[--]l-tj= ma+b, pi=Pi•j=4, 

PiPj/ Pirnj = 2, 

= ( A  1 -F B2+ E ) ® ( A I  + n2) 

= 2 ( A 1 + B E + E )  

= 2R(m`'+b) 

= 2R(m`'+b [--1 mm2). 

R( Hi)® R( G) = R( Hi). 

Exemple 

G = 23, Hi = 2,, (voir Tableaux 5 et 6), 

R(2`') ® R(23) = (A + E + T)® A 

= A + E + T = R ( 2 , , ) .  

Quel que soit Hi, alors R(Hi)®R(1)=piR(1) .  
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Exemple 

G=3,2m,  Hi=2,,, P i = 4 ,  

R ( 2 ` ' ) ® R ( 1 ) = ( A ~ +  B , +  E) 

®(A~ + A2+ B~+ B2+ 2E)  

= 4(A~ + A2+ BI + B2+ 2E)  = 4R(1).  

Quel que soit Hi, R(H~)®R(H~) contient R(Hi) au 
moins une fois et si Hi est invariant,  alors: 

g ( H i ) ®  R(Hi)  = Pig(H,). 

Exemple 

G = 2 3 ,  H i = 2 2 2 ,  P i = 3 ,  

R(222)®R(222)=(A+ E ) ® ( A +  E) 

= 3(A + E ) =  3R(222). 

Quel que soit G, R( G)® R( G) = R( G) et R ( 1 ) ®  
R(1) - - IGIR(1) .  Si G est ab61ien, alors dans tous l e s  
cas on a: 

R ( H i ) ®  R(/42.) = (pipj/pinj) R( Hi~ Hi). 

Exemple 

G = 4 / m ,  Hi=2/m,  Hj=7~, Hi[---]Hj=2, 

Pi = Pj = 2, Pinj = 4, PiPj/ P~r~ = 1, 

R(Z/m)®R(TI)=(ag+ Bg)® (ag + B~) 

= (Ag+ Bg+A,+ B,) 

= R(2) (el Tableaux 7 et 8). 

2. Intersection de RIP 

Une repr6sentation R de G est dite r intersect ion 
des RIP R(Hi) et R ( ~ )  si R ~ R(Hi), si R c R(Hj) 
et si R e s t  de d imension  maximum parmi toutes les 
reprOsentations de G incluses dans R(Hi) et R(Hj) ;  
on note alors R = R(Hi) r3 R(Hj). Remarquons  que 
R n'est pas forc6ment une RIP; on a d 'une  fa~on 
g6n~rale R( Hi[_l Hi) ~ R( Hi) CI R( Hj). 

Exemple 

G=TI2m, Hi=2`', H~= m`'+b. 

Hil I /-/j = 2,2 m, R(2a)=At+BI+E,  

R(ma+b)=A~+B2+E, R(2,2m)=A,,  

A ~ c  A ~ + E  = (A~+B~+ E) CI (A~+ B2+ E) # RIP. 

H~ et H~ 6tant respectivement des sous-groupes con- 
jugu4s quelconques  de Hi et Hj dans G, on a: 

R(HI) (3 R(Hj) = R(H,) f3 R(H~). 

DOsignons alors par H* un sous-groupe conjugu~ de 
Hj ayant la propri6t~ d 'avoir  le max imum d'~16ments 
en commun avec Hi. On peut alors construire une 

base pour R * =  R(Hi)N R(H*) de la mani~re qui 
suit. Consid6rons le recouvrement de G en Pi pseudo- 
complexes t  Lk = AikHiH* oil rensemble  des com- 
plexes AikHi est la partit ion Pi de G (voir § If). 
Remarquons  les propri6t6s caract6ristiques de ce 
recouvrement de G: L~ = Hill* n'est pas forc6ment 
un sous-groupe de G, tout 616ment de G figure dans 
au moins un pseudo-complexe,  un 616ment quelcon- 
que de G peut appara~'tre plusieurs fois (multiplicit6) 
dans la construction d 'un pseudo-complexe donn6, 
tous les 616ments d 'un  pseudo-complexe y 
apparaissent  avec la m~me multiplicit6, un 616ment 
de G peut figurer dans plusieurs pseudo-complexes  
diff6rents, t ous l e s  pseudo-complexes cont iennent  le 
m~me nombre  I HilIH*I d'~16ments en tenant  compte 
de leur multiplicit6. Nous allons conserver parmi les 
pseudo-complexes ceux qui constituent avec L~ un 
ensemble L de vecteurs l in6airement ind6pendants  
au sens de l 'espace vectoriel construit sur les 616ments 
de G. L 'ensemble  L est la base recherch6e pour 
R(Hi)  N R ( H * )  = R*. 

Exemple 

G=2,2m, H,= Xa, Hj= ma+b= H*, 

A i l =  1, AiiHi = {1, 2`'}, 

Ll = 2~. m,,+b = {1, m`'+b, 2,,, ~3}, 

ai2=TI, ai2Hi = {4, m`'÷b}, 

L 2 = 4 L  1 = {2,, 2b, ma+b, 1}, 

Ai3 = 2c, Ai3Hi = {2c, 2b}, 

L3 = 2cL1 = {2~, m_`'+~, 2~, 2,}, 

ai4 = 2, 3, Ai4Hi = {~3, m-`'+b}, 

L4 = ~3LI = {~3, 2a, m_,,~ b, 2,.} 

= L 1 -  L~+ L3. 

L = {Ll, L2, L3} est une base pour R(2,,) f3 R(m`'+b) = 
A~ + E; plus pr6cis6ment {L~ + L3} est une base pour 
la composante  AI, {L~-La, L2-L3} est une base 
pour la composante  E. 

Lorsque L~=HiH* est un sous-groupe de G 
(6ventuellement r6p6t6 plusieurs fois), alors R(Hi)CI 
R( H*) est une RIP: R( Hi) f3 R( H*) = R( Hil I H*). 
L~ est un sous-groupe, en particulier, si au moins r u n  
des sous-groupes Hi ou H* est invariant vis-h-vis de 

t Les notions de complexe simple associ6 ~ un sous-groupe et 
de complexe double associ6/l deux sous-groupes sont classiques 
en Th~orie des Groupes (Gorenstein, 1968). Nous avons appel6 
pseudo-complexe associ6 aux sous-groupes H,, H* la quantit6 

I 

Lk = AikHiH* car elle paraTt ressembler fi un complexe simple ou 
double sans en poss6der une des caract&istiques fondamentales: 
tout 616ment du groupe apparai't dans un seul complexe d'une 
partition en complexes simples ou doubles. Les recouvrements 
d'un groupe en pseudo-complexes ne semblent pas avoir fait robjet 
de travaux approfondis. 
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l'autre, c'est-5.-dire, si on a h 'Hi  = Hih*, Vh* ~ H*,  
ou si on a hill* = H'h i ,  Vhi ~ Hi; c'est bien entendu 
le cas si au moins l 'un des sous-groupes Hi ou H~ est 
invariant dans G. 

Exemple 

G=~,2m, Hi=2~,  Hj=2~ (invariant dans G), 

A i l = l ,  L l = 2 , . 2 ~ = { 1 , 2 ~ , 2 ~ , 2 b }  

=222 =2~1 12~, 

Ai2 = 4, L2 = 7~L1 = {4, ~3 ma+b ' m_a+b} ' 

Ai3 = 2c, L3 = 2~L! 

= {2c, 1, 2b, 2a} = LI, 

Ai 4 = ~3, La=~3LI 

= {~3, ~, m_a+b, ma+b } = L2, 

L={L~,L2} est une base pour R(2~)FIR(2~)= 
A~ + B~ = R(222); plus pr6cis6ment {L~ + L2} est une 
base pour la composante A~, {L~- Lz} est une base 
pour la composante B~. 

3. Treillis des RIP d'un groupe abdlien 

Lorsque G est ab61ien, tous ses sous-groupes sont 
invariants et on a R(Hi) f'l R(Hj) = R(HiL2 Hi), quels 
que soient Hi et Hi. C'est le cas du groupe 4/m (Fig. 
3). Comme l'ensemble ordonnd 3~ des RIP non 
6quivalentes de G est alors isomorphe de l 'ensemble 
ordonn6 q3 des sous-groups de G et que cg est un 
treillis, il en r6sulte que ~ peut &re 6rig6 en treil.lis. 
I1 reste ~ pr6ciser le PGM et le PPM de deux RIP, 
not6s ici ^ et v: 

R( H,) ^ R(Hj)  = R( H,) CI R( Hj) 

= R(HiI_JHj), 

R(Hi) v R(Hj )=(p in j /p ip j )R(Hi )®R(Hj )  

= R(UiT-1Hj). 

On d6duit alors de l 'absorption R(Hi) v 
[ R( Hi) ^ R( Hj)] = R( Hi) la relation R ( H i ) ®  
R( Hi I1 t-lj) = piujR( Hi) off Pi, ~j est l'indice de Hi I I Hj 
dans G. 

Exemple 

O = 4 / m ,  H i = l ,  Hi=m,  

HiLAHj=2/m, piuj = 2, 

g(1 )®  R ( 2 / m ) =  (Ag + Bg + Eg)®(Ag + Bg) 

= 2(Ag + Bg + Eg) 

comme on peut le v6rifier sans difficult6 ~ partir des 
caract~res de 4/m (cf  Tableaux 8 et 9). 

Puisque G est ab61ien, les deux treillis ~J et ~ sont 
modulaires; ce qui veut dire que Hi = Hj entrMne 

Hi V-] (Hk II Hi) = ( Hi[-] Hk) l l  Hi, 

R ( U i ) c  R(Hj) 

R( Hi) v [ R(Hk) ^ R( Hi)] 

= JR(H,)  v R(Uk)]^  R(Hj),  

quel que soit Hk. Il en r6sulte que Hi D Hj entrai'ne: 

IU, llUkUUj[ R ( H i ) ® [ R ( H k ) N R ( H j ) ]  
[G]IH, I-I(Hkl IHj)I 

= [ R ( H i ) ®  R(Hg)]  A R(Hj). 

Exemple 

G = 4 / m ,  H~=4,  H i = 2 ,  H ~ c H j ,  

H~=m, H~UHj=2/m, H,n(H~UHj)=2, 

R(H~)=Ag+A~,  R ( H j ) = A g + B g + ' A . + B . ,  

R ( Hk ) = Ag + Bg + E~, R ( Hk ) CI R ( Hj ) = Ag + Bg. 

On calcule d 'une part: 

4 x 4  
8 x 2  (Ag + Au)®(Ag + Bg)= Ag + Bg + A,, + B,, 

et d'autre part: 

[(Ag + A~) @ (Ag + Bg + E.)]  

["l (Ag + Bg + A,  + B,) 

= ( A g +  Bg+ E~+Au+ B,+ Eg) 

N(Ag+ Bg+A,,+ B,,) 

= Ag+ Bg+ A~+ B,. 

Ces propri6t6s toujours vraies pour un groupe 
ab61ien et ses sous-groupes sont encore vraies pour 
un groupe non ab61ien ~ condition de ne prendre en 

!i 
A 1 * A~ ° I~ I • B~ 

I 
A1 " ~',~ * BI * B.e " 2' [ 

Fig. 4. Treillis modulaire des sous-groupes invariants du groupe 
G = 42m. 
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consid6ration que ses seuls sous-groupes invariants 
et les RIP qui leur sont associ6es. 

Exemple 

La Fig. 4 donne le treillis modulaire  des sous- 
groupes invariants du groupe G = 4 2 m ;  il est 
isomorphe du treillis modula i re  des RIP associ6es 
ces sous-groupes invariants. 

V. Remarques finales 

Les propri6t6s des RIP ont 6t6 illustr6es dans le 
pr6sent m6moire sur les exemples des groupes ponc- 
tuels 42m, 23 et 4 / m  qui sont de complexit6 moyenne.  
Nous tenons 5. la disposit ion du lecteur des tables 
concernant  les 32 groupes ponctuels cristal- 
lographiques,  les 58 groupes ponctuels bicolores vrais 
(cristallographiques),  les 32 groupes ponctuels 
bicolores gris (cristal lographiques) (Belguith & Bil- 
liet, 1989) et des groupes ponctuels non cristal- 
lographiques (Masmoudi  & Billiet, 1988). 

Un domaine  d 'appl ica t ion des RIP est l 'dtude des 
reprdsentations sous-tendues par les vecteurs de 
liaison des mol6cules 5. atome central. C'est le cas, 
par exemple,  de la mol6cule PCIs b ipyramidale  ~ base 
tr iangulaire dans l'6tat vapeur qui est caract6risde par 
le groupe ponctuel 6m2. En voici les positions [nota- 
tions d6riv6es directement de celles du groupe 
d 'espace P6m2 - N ° 187 (International Tables for  
Crystallography, 1987)]: 

CI 3 j mm2 x , £ , 0 ; x ,  2x, 0 ;2 f ,  g, 0. 

CI 2 g 3m. 0,0,  z;0,0,~?; 

P 1 a 6m2 0 ,0 ,0 .  

Les cinq liaisons P-CI sous-tendent la repr6sentation 
de permutat ion F = 2A'~ + A " +  E'  du groupe 6m2. F 

est la somme de deux RIP de ce groupe: R ( 3 m ) =  
A'~+A~ sous-tendue par les deux liaisons axiales 
[2,11 ~ ;  cf. Durrant  & Durrant  (1972)] et R ( m m 2 ) =  
A'~ + E'  sous-tendue par les trois liaisons dquatoriales 
[2,04 A; cf. Durrant  & Durrant  (1972)]. 

Les RIP d 'un  groupe sont un cas particulier d 'une  
cat6gorie plus vaste de repr6sentations induites dites 
'monomiales ' ,  c'est-/t-dire, induites par les repr6- 
sentations monodimens ionne l les  des sous-groupes 
(Gorenstein,  1968). Des repr6sentations monomia les  
plus complexes que les RIP apparaissent  lorsqu 'on 
6tudie par exemple les repr6sentations sous-tendues 
par des vecteurs 6quivalents joignant  des positions 
prises dans deux families de positions 6quivalentes 
d 'un  groupe ponctuel (moi6cule fi l iaisons non cen- 
trales) (Masmoudi  & Billiet, 1989). 
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Bounding a Molecule in a Noisy Synthesis 
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Abstract 

A method of  bounding  a protein molecule in a very 
noisy synthesis is considered. It consists of  two steps. 
In the first step ( 'nonl inear  filtration') basic points 

are chosen that are most likely to belong to the region 
of the molecule. In the second step ( ' l inear filtration') 
a compact  region with the maximal  concentrat ion of 
these points is searched. Various modifications of the 
method are analysed. It is shown that the molecular  
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