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Abstract

A point group representation spanned by a set of
equivalent positions is a peculiar principal induced
representation (PIR) associated with the stabilizer
subgroup of the generating position. The characters,
the irreducible components and the kernels of the
PIR are determined by means of classical methods.
The PIR properties are specially studied in connec-
tion with subgroup relations. There is a mapping from
the ordered set of conjugate subgroups to the ordered
set of non-equivalent PIR. The PIR direct products
may always be split into a sum of PIR; in special
cases the product reduces to one PIR. The intersection
of PIR is not always a PIR; this depends on relative
properties of their associated subgroups. When the
point group is commutative the set of non-equivalent
PIR may be erected into a modular lattice (in the
mathematical sense). It is isomorphic to the modular
lattice of subgroups. The study is illustrated by
numerous examples built on point groups 42m, 23
and 4/ m.

I. Introduction

Les groupes ponctuels cristallographiques constituent
des exemples de choix en théorie des groupes. Leurs
ordres restent suffisamment petits pour qu’on puisse
les manipuler aisément; néanmoins la complexité de
certains d’entre eux est telle qu’ils se prétent a
I'illustration de nombreuses propriétés. C’est le cas
des représentations induites principales et plus par-
ticuli¢rement des représentations de permutation’des
familles de points équivalents dont Bertaut (1968,
1981) a signalé un certain nombre d’applications cris-
tallographiques.

En ce qui concerne les concepts bien connus inter-
venant dans cette étude (représentation induite prin-
cipale, espace vectoriel d'un groupe, ensemble
ordonné et treillis de sous-groupes) nous faisons
référence aux ouvrages classiques (e.g. Lomont, 1959;
Kurosh, 1960, 1965; Murnagham, 1963; Dubreil,
1972; Kirillov, 1976); quant aux concepts moins con-
nus intervenant dans les §§ I1I et IV principalement,

* An English translation ‘not refereed’ may be obtained from
the authors upon request.
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nous ne nous étendrons pas sur le détail des
démonstrations mathématiques.t

11. Représentations sous-tendues par des points
équivalents et représentations induites principales

Soit G un groupe ponctuel cristallographique. Con-
sidérons un point g; de ’espace cristallographique et
soit H; le stabilisateur de g; (Berger, 1977), c’est-a-
dire, le sous-groupe de tous les éléments de G qui
transforment ¢; en lui-méme. Voici la partition a
gauche P, de G relative a H, %

G=A,H+A,;H+A;H:+...+A, H,

P = {AilHn A H;, AisHi, ey Aip, Hi},
avec A € H,, A€ AnH, A€ AinH,,
AsZ£ AoH;,.... Le nombre p;, des complexes a

gauche A;H; (1 =j=p,) est bien entendu I'indice de
H; dans G, p,=|G|/|H|, |G| et |H;| désignant les
ordres de G et H,. Tous les éléments de A;, H; trans-
forment g; en lui-méme (A;,H,= H,); tous les élé-
ments de A;,H; transforment ¢; en un méme second
point g;,; tous les éléments de A;;H; transforment g;
en un méme troisi¢éme point g;; erc. L’ensemble (g,;) =
{4i, G2, i3, - . ., gy} est dit orbite de g, (Berger, 1977)
ou plus communément famille des points équivalents
a g;. Les stabilisateurs H,;; des points g; sont des
sous-groupes conjugués de H; dans G: H;,=
AiZHiAi_2I , Hi= AisHiAi? > s Hip, = A.‘p,HiAi-pj-
L’action de tout ¢élément g de G sur les points
équivalents ¢g; est une permutation de ceux-ci. La
famille (g;) sous-tend donc une représentation de
permutation R(g;) de G de dimension p;. Puisqu’il
existe une bijection, réguliere vis-a-vis de ’action de
g, entre les points g; et les complexes A;H; de P,
R(g;) n’est autre que la représentation induite prin-
cipale§ R(H;}) de G associée au sous-groupe H;,
c’est-a-dire, admettant comme base la partition P,.

* Plusieurs concepts intervenant dans les §§ 111 et 1V ne semblent
pas avoir fait I’objet de publications; nous tenons a la disposition
du lecteur les démonstrations complétes les concernant.

¥ Les opérations de symétrie sont composées de la droite vers
la gauche: XY signifie X précédé de Y. Nous avons préféré utiliser
le mot ‘complexe’ plutdt que le mot ‘classe’ qui admet de multiples
sens en cristallographie.

§ Encore appelée ‘représentation quasi-réguliere’.

© 1989 International Union of Crystallography
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L’expression ‘représentation induite principale’ sera
désignée par I'abréviation ‘RIP’ dans la suite du
mémoire. La dimension de R(H;) divise donc |G]; le
caractére de cette RIP est bien évidemment donné
par les traces de ses matrices; la trace de la matrice
R(H,, g) représentant 1’élément g de G a pour
valeur:*

x[R(H;, g)]=pki(g)/ ki=0

ot k; désigne le nombre de sous-groupes conjugués
de H; dans G et k;(g) le nombre de ceux d’entre eux
qui contiennent g. Les matrices de R(H;) étant des
matrices de permutation, leurs traces sont nécessaire-
ment des entiers positifs ou nuls; la trace des matrices
de g et de ses conjugués n’est jamais nulle si g appar-
tient & H; ou 4 un sous-groupe conjugué de H;; la
trace de g et de ses conjugués est toujours nulle si ni
g ni I'un de ses conjugués n’appartient a H;; si H;
est invariant, tous les éléments de H; ont pour trace
p;, les traces des autres éléments de G sont nulles.
Enfin, quels que soient G et H;, la somme des traces
de R(H,;) est égale a I’ordre de G:

Y x[R(H, g)]=|Gl.
geG

R(H;) peut étre réduite:
R(H;)=% m;(R,)R,;

le poids m;( R, ) de chaque représentation irréductible
R, de G est égal a:

mi(Roz) = (I/IH,I) Z X(Ra, hi)'
h,cH,
Si une représentation irréductible complexe de G
figure dans la réduction de R(H,), alors la représenta-
tion irréductible complexe conjuguée y figure égale-
ment. Par ailleurs, il y a autant de RIP de dimension
2 qu’il y a de représentations irréductibles mono-
dimensionnelles alternantes de G, c’est-a-dire, de
sous-groupes d’indice 2 (¢f Bertaut, 1968). Con-
sidérons maintenant le cas particulier ou G est le
produit direct d'un sous-groupe G, et d’un sous-
groupe G,={1, X} d’ordre 2; si X € H,, alors les
représentations irréductibles qui composent R(H;)
sont toutes symétriques (paires) par rapport a I'é1é-
ment X; si X £ H;, alors la somme des dimensions
des représentations irréductibles symétriques par rap-
port 2 X est égale a la somme des dimensions
des représentations irréductibles antisymétriques
(impaires) par rapport a X, composant R(H;). Dans
tous les cas, le noyau N; de R(H;) est le plus grand

* La trace est aussi donnée par
x[R(H;, 2)]=p|C,NH/|C

ou C, désigne la classe des conjugués de g dans G, |C,| leur
nombre et |C, N H;| le nombre de ceux d’entre eux contenus dans
H

Tableau 1. Familles de points équivalents du groupe
ponctuel 42m

Les notations sont directement dérivées de celles du groupe
d’espace P42m - N° 111 (International Tables for Crystallography,
1987): les coordonnées sont relatives au repére conventionnel
quadratique.

8 o 1 XN XV 0% 2, 0,5 2,
NP5 0%z 0% 2

4 n ..m X,X,2,X%, X,2,%, %X, 2, X, X, Z.

4 i .2. x,0,0;%0,0;0, %,0;0, x, 0.

2 g 2.mm 0,0,2;0,0,Z

1 a 42m 0,0,0.

Tableau 2. Caractéres des représentations irréductibles
du groupe ponctuel 42m
R, 1 2.4 2. 2.2, 2.mg,,
A, 1 1 1 1
A, 1 1 1 -1 -1
B, 1 -1 1 -1
B, 1 -1 1 -1 1
E 2 -2 0 0

sous-groupe invariant de G contenu dans H;, C’est
I’ensemble des éléments n; tels que x[ R(H;, n;)]1=p;;
si N; se réduit a l'identité, R(H;) est fidéle.

Exemple

Considérons le groupe ponctuel G=42m (Tab-
leaux 1 et 2) et soit g;=(x, X, Z) avec x, zeR, x#0.
Il vient alors: |G| =8, H; ={1, My1p} = Masp, |Hi| =2,
pi=4, Ag=1, Ap= ‘_1_, Ai=2,, Au=4, A H;=
{1, ma+b}_,_ Ai2Hi = {4a zb}’ AiBHi = {2c, m—a+b},
Ai4Hi = {43, 2a}1 (qu) = {(xa X, Z)’ (fa x', Z)a (f, X, Z),
(x,x,z)}=famille n (¢f Tableau 1), H,=Hy,=
M_gep, Hiz=mg,.p. Voici les matrices de R(m,.p):

1000 00 01
0100 . 1.0 00
R(H, )= ; R(H,;,4)= ;
0010 01 00
00 0 1 0 0 10
0010 0100
0 0 0 1 - 0 0 10
R Hi1 2(' = 5 R Hi543 = 5
( ) 1 0 00 ( ) 00 0 1|
0100 1 0 0 0
0 0 0 1 0100
0010 1 000
R(H;,2,)= > R(H;,2,)= 5
0100 00 01
1000 0010
1.0 0 0 0010
R(H ) 00 01 R(H ) 0100
. = : ., m_ = .
i» Ma+p 001 0| i» M_g+b 100 0
0100 0 0 01
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Tableau 3. Caractéres, réductions et noyaux des RIP R(H;) de G=42m

Familles de points équivalents sous-tendant ces RIP. 2, est le sous-groupe commutateur.

R(H)

a R(42m)= A,
R(222)= A, + B,

4 R(mm2)=A,+ B,
R(@)=A,+A,

i R(2,)=R(2,)= A+ B +E

n R(Mgs) =R(M_g.p)= A+ By+ E
R(Q2.)=A,+A,+B,+B,

0 R(1)= A, + A, + B, + B,+2E

Tableau 4. Familles de points équivalents du groupe

ponctuel 23

Les notations sont directement dérivées de celles du groupe
d’espace P23 - N° 195 (International Tables for Crystallography,
1987): les coordonnées sont relatives au repére conventionnel
cubique.

12 J 1 XN XNP 2502 X0,
XY L% P 5V L X, 7,
VL, X3 Y, 5, Xy 0 2, X5 B, 2, X

6 f 2 x,0,0; x,0,0;0, x, 0;
0,x,0,0,0,x;0,0, x.

4 e .3, X, X, X; X, X, x; %, x, X; x, X, X.

1 a 23 0,0,0.

Tableau 5. Caractéres des représenations irréductibles
du groupe ponctuel 23 [ j=exp (2im/3)]

R, 1 4.3 4.3? 3.2
A 1 1 1 1
1 j J* 1
£ 1 * j 1
T 3 0 0 -1

Tableau 6. Caractéres, réductions et noyaux des RIP
R(H;) de G=23

Familles de points équivalents sous-tendant ces RIP. 222 est le
sous-groupe commutateur.

(q;) R(H,) 1 4.3 4.3 3.2 N,
a R(23)=A 1 1 1 1 23
R(222)=A+E 3 0 0 3 222
R(3,up+c)=R(3_a_psc)
e = gg‘“b-)f) 4 1 1 0 1
= a-b-c
=A+T
=R(2,)=R(2
¢ R()=A+E+3T 12 0 0 1

On peut retrouver les traces de ces matrices comme
suit:

ki=2, k(1)=2, x[R(H,1)]=4,
k() = ki(8) = ki(2.) = ki(24) = ki(2,) =0,
x[R(H,,$)]=x[R(H,,#)]=x[R(H,2.)]
=x[R(H,;,2,)]=x[R(H;,2,)]=0,
ki(ma.p) =ki(m_a1p) =1,
X[R(H;, ma.p)]=x[R(H;, m_g.p)]=2.

b B BNNN= =

2.4 2. 2.2, 2.my, N,
1 1 1 1 42m
(] 2 2 0 222
0 2 0 2 mm2
2 2 0 0 4
0 0 2 0 1
0 0 0 2 1
0 4 0 0 2,
0 0 0 0 1

Tableau 7. Familles de points équivalents du groupe
ponctuel 4/ m

Les notations sont directement dérivées de celle du groupe d’espace
P4/m - N° 83 (International Tables for Crystallography, 1987): les
coordonnées sont relatives au repére conventionnel quadratique.

8 1 1

X0 X P2 0,2, 0%, 2
ALK IR
4 J m.. x50%50 75x0 %0
2 g 4.. 0,0,2;0,0, 2z
1 a 4/m.. 0,0,0.

Tableau 8. Caractéres des représentations irréductibles
du groupe ponctuel 4/m

R, 1 4 2 4 1 4 m &
A, 1 1 1 1 1 1 1 1
B, 1 -1 1 -1 1 - 1 -1

1 i -1 —i 1 i -1 ~i
E, T i1 - - i
A, 1 1 1 1 -1 -1 - -1
B, 1 -1 1 -1 -l -1 1
E, 1 i -1 —i ~1 —i 1 i

-1 i -1 i 3

Voici la réduction de R(m,.;):
mi(A,)=(1+1)/2=1,
mi(A;)=(1-1)/2=0,
m;(B,)=(1-1)/2=0,
m(B,)=(1+1)/2=1,
m(E)=(2+0)/2=1,

R(m,.,)=R(n)=A,+B,+E;

R(ma+b) est ﬁdéle, Ni =1.

On peut de la méme fagon étudier les autres RIP
de 42m; leurs caractéristiques sont données dans le
Tableau 3. Et de méme pour les RIP des groupes
ponctuels 23 (Tableaux 4 a 6) et 4/m (Tableaux 7 a
9).

Une remarque s’impose; H; étant un sous-groupe
quelconque de G, il n’existe pas forcément un point
(au moins) dont H; serait le stabilisateur; en effet si
un point g bien donné est laissé€ invariant par H;, H;



KORCHI MASMOUDI ET YVES BILLIET

29

Tableau 9. Caractéres, réductions et noyaux des RIP R(H;) de G=4/m

Familles de points équivalents sous-tendant ces RIP. 1 est le sous-groupe commutateur.

(gy) R(H;) 1 4
a R(4/m)=A, 1 1
R(2/m)= A, + B, 2 0

g R(#)=A,+A, 2 2
R(4)=A,+B, 2 0
R(1)=A;+B,+E, 4 0
R(2)=A,+B,+A,+B, 4- 0

j R(m)=A;+B,+E, 4 0
I R(1)=A,+B,+E;+A,+B,+E, 8 0

SO RONNDN—= N

43

3
N

4/m
2/m

coococonO =
COOROON= =
coocoNOO = &l
oproO0OCON =
coocoNnOO =
A R R ESES

ne contient pas forcément tous les éléments de G  des sous-groupes 2 de 23 a pour réduction A+ E+ T,

transformant g en lui-méme.*

Exemple

Les sous-groupes 222, 4 et 2. de 42m ne sont les
stabilisateurs d’aucun point de l’espace cristal-
lographique (Tableau 3). Le sous-groupe 222 de 23
n’est le stabilisateur d’aucun point (Tableau 6). De

méme les sous-groupes 2/m, 4, 1 et 2 du groupe 4/ m
(Tableau 9).

Une famille générale de points équivalents sous-
tend la RIP R(1); cette représentation est fidéle dans
tous les cas. Les familles spéciales sous-tendent des
RIP fidéles ou non selon que le noyau se réduit ou
non a l'identité (Tableaux 3 et 6). Lorsque G est
abélien, seule la représentation sous-tendue par une
famille générale, R(1), est fidéle (Tableau 9). La (les)
famille(s) spéciale(s) réduite(s) a un point, invariant
par G, sous-tend(ent) la RIP R(G) qui (a I’exception
de G =1) est toujours non fidéle.

III. Equivalence et emboitement des RIP

Les RIP associées a des sous-groupes Hy, H,,,
H,;,...conjugués dans G sont équivalentes; on note
alors: R(H,)=R(Hy,)=R(H;)=.... 1l en résulte
que la représentation de permutation d’une famille
de points équivalents est bien évidemment indépen-
dante (a un changement de base prés) du point géné-
rateur de la famille (¢f Tableaux 3, 6 et 9). Si le
sous-groupe H, contient le sous-groupe H; - ce qui
est noté H, > H, - alors la RIP R(H,) est dite incluse
dans la RIP R(H,), c’est-a-dire, est équivalente a une
représentation de G contenue dans R(H,) - ce qui
est noté R(H,)< R(H,) (Figs. 1 a 3).T Remarquons
que la propriété réciproque n’est pas forcément
vérifiée: ainsi la RIP associée a I’'un des sous-groupes
3 de 23 a pour réduction A+ T, 1a RIP associée a I'un

*On peut construire d’autres orbites (vecteurs axiaux,
tenseurs, ... ) sur lequel le groupe G opére; le sous-groupe H; peut
étre le groupe stabilisateur d’un élément d’une de ces orbites
éventuellement.

T En d’autres termes, il existe une application isotone (Dubreil,
1963) de I’ensemble des sous-groupes de G ordonné par la relation
> sur I'ensemble des RIP de G ordonné par la relation <:
H, > H=R(H,)< R(H)).

mais aucun sous-groupe 3 ne contient un des sous-
groupes 2 de 23 (Fig. 2). Mais si G est abélien, alors

222 MmM2 u
A+ By A +B, [y,
2, 2 Myp Mgy 2.
A+ B +E A +B o E R, +By+E A+ B+ E A+ Ay + By + B,

e

1
A e+ B +B+2E

Fig. 1. Treillis des sous-groupes du groupe ponctuel 42m et RIP
afférentes a ces sous-groupes.

1
AsEe3T

Fig. 2. Ensemble ordonné des classes de conjugaison des sous-
groupes du groupe ponctuel 23 (traits pleins); les sous-groupes
23, 222 et 1 sont invariants et constituent chacun une classe
entiére; la classe 3 contient les quatre sous-groupes conjugués
Batbicr3abrcs 3—asb-c €34 p_c; la classe 2 contient les trois
sous-groupes 2,, 2, et 2.. Ensemble ordonné des RIP non
équivalentes du groupe 23 (traits discontinus); la représentation
induite par le sous-groupe 1 est la représentation réguliere, la
représentation E n’y figure qu’une fois bien qu’elle soit de
dimension 2; E est en fait la somme de deux représentations
irréductibles complexes conjuguées de dimension 1 (voir
Tableau 5). 1l existe donc une bijection entre les deux ensembles
ordonnés; elle est isotone (Dubreil, 1963) de I’ensemble des
classes de sous-groupes vers I’ensemble des classes de RIP et
non isotone en sens opposé.
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H, > H, et R(H,)< R(H,) s’impliquent réciproque-
ment: ’ensemble ordonné ¥ des sous-groupes de G
et I'’ensemble ordonné R des RIP non équivalentes
de G sont alors isomorphes.

G étant quelconque, considérons deux sous-
groupes H, et H, tels que G> H,> H;>1. Cette
condition implique R(G)< R(H,)< R(H,)< R(1):
R(G) est la représentation identité de G, R(1) est la
représentation réguli¢re de G. Puisque la représenta-
tion identité R(G) est incluse dans toute RIP R(H,)
et que celle-ci est incluse dans la représentation régu-
liere R(1), toute RIP inclut exactement une fois la
représentation identité; la seule RIP irréductible est
donc R(G); le poids de toute représentation irréduc-
tible R, de G dans R(H;) est au plus égal a la
dimension d, de R, ; on a plus généralement la rela-
tion suivante entre les poids de R, dans R(H,) et
R(H,) (H,> H)):

0=m(R,)=m(R,)=d, ©
0=(1/|HJ) ¥ x(Ra,h)

hie Hy

=(I/|Hl) ¥ x(R.,h)=d,
hie H,

pour toutes les représentations irréductibles de G.
Notons que la RIP relative au sous-groupe commu-
tateur de G contient chaque représentation irréduc-
tible unidimensionnelle de G une fois a I’exclusion
de toute autre représentation; le sous-groupe commu-
tateur constitue dans tous les cas le noyau de la RIP
qui lui est associée.

Exemple

Les Figs. 1 a 3 et les Tableaux 3, 6, 9 illustrent

directement ces propriétés pour les groupes ponctuels
42m, 23 et 4/ m.

Fig. 3. Sous-groupes du groupe ponctuel 4/m et RIP afférentes a
ces sous-groupes; E, et E, ne figurent qu'une fois dans la
représentation réguliére car ces représentations sont réductibles
(voir Tableau 8). L’ensemble ordonné des sous-groupes (traits
pleins) est isomorphe de I'ensemble ordonné des RIP (traits
discontinus): ce sont des treillis modulaires.

IV. RIP et lois de treillis

L’ensemble ¥ des sous-groupes d’une groupe G est
un ensemble ordonné par la relation > qui, rap-
pelons-le, posseéde une structure algébrique de treillis:
H, et H, étant deux sous-groupes quelconques de G,
on peut définir deux sous-groupes H, et H, de G
(distincts ou éventuellement confondus avec H, et
H;) de la maniére qui suit.

(i) Hy= H,[1 H, est appelé le plus grand minorant
(PGM) de H, et H,: c’est le plus grand sous-groupe
de G contenu a la fois dans H, et H,; autrement dit,
c’est I'intersection des sous-ensembles H, et H, de
I’ensemble G.

(ii) H,= H,lJ H, est appelé le plus petit majorant
(PPM) de H, et H,: c’est le plus petit sous-groupe
de G contenant a la fois H, et H,; dans la majeure
partie des situations ce n’est pas la réunion de H, et
H,; c’est toujours le sous-groupe engendré par leur
réunion.

Les lois 1 et LI sont associatives, commutatives,
idempotentes (H,[1H, = H,LI H, = H,) et respectent
la  double absorption [H,[N(H,UH,)=H,L]
(H,[MH,;)=H,]; G est neutre pour 1, 1 est neutre
pour LI. Nous allons maintenant relier les propriétés
des RIP aux lois de treillis.

1. Produit direct de RIP

Considérons deux sous-groupes quelconques H; et
H; de G et la partition de G en complexes doubles
associée a ces sous-groupes:

G=HX,H,+HX,H;+ ... + HX,H,,

avec  X,e HH;, X,£HXH;,, X;€HXH,,
X, £ HX,H; etc. Remarquons que tout élément de G
figure nécessairement dans un seul complexe double
de cette partition; il peut apparaitre plusieurs fois
lors de la construction de ce complexe. Formons
maintenant les sous-groupes conjugués de H; par les
r représentants Xz des r complexes doubles:

H}=X11_IjX1_l9 H]?=X2I—IjX2_]s"
H=XHX;

A1

Voici les r PGM de H; et de ces sous-groupes:

HMH}, HIMH;,...,HIH].
Remarquons au passage que, dans cette liste, le méme
sous-groupe peut apparaitre plusieurs fois. Alors le
produit direct des RIP R(H,) et R(H;) peut &tre
décomposé en la somme des r RIP afférentes aux r
sous-groupes H,[1TH?:

R(H)®R(H)= Y R(H,MH®).
B=1
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Exemple

G=42m, H,=2,, Hj=m,,. La partition de G
comporte deux complexes doubles:

X,=1, HX,H={1,2,51, my.,}
={1, Mmy4p, 24,4},
X,=4, HX,H, ={1,2,}41, my.,}
={1,2a}{z72b}
= {‘_1, 26, M_gyp, 2.}

H} = XlHijl ={1, mgus},

H}=X,HX;' =4{1, mg o} ={1, m_o.p};
HTHj={1,2,}I {1, ma.p} =1,
HMH;={1,2,}1{1, m_,sp} = 1;

R(2,)® R(m,+p) =2R(1).

Par un simple calcul de caractéres, on peut vérifier a
partir des Tableaux 2 et 3 qu’on a effectivement:

(A|+B,+E)®(A,+B,+E)
=2(A,+A,+B,+B,+2E).
Exemple

G=42m,H;,= H;=2,. La partition de G comporte
trois complexes doubles:

X,=1, HXH={1,2,H1,2,}
={1,2,,2,,1},
HX,H; ={1,2,}4{1,2,}
={1,2.H4, ma.s}
= {Z, Mgip, M_gyp, ZB},
HX;H;={1,2,12.{1,2,}
={1,2.H2., 2,},
={2c,2b,2b,2c};
H}=XHX7'={1,2,},
Hi=X,HX;'=4{1,2,}8 ={1,2,},
Hj=X;HX3'=2{1,2,}2.={1,2.};
HMHj=2,, HMHj=1, HMH;=2,;
R(2,)®R(2,)=2R(2,)+ R(1).

Un simple calcul de caractéres montre qu’on a en
effet:

(A,+B,+E)®(A,+B,+E)
=2(A,+B,+E)+(A,+A,+ B,+ B,+2E).

X2=Z,

X3 = zca

Puisque I’on peut toujours prendre X,=1, alors
R(H;)®R(H;) contient R(H;[1H;) au moins une
fois; il n’est donc pas toujours indispensable de

réaliser la partition de G en complexes doubles pour
décomposer R(H;)® R(H;); en particulier si la
dimension p;~; de R(H;[H;) est égale a p;p;, alors
Exemple

G=42m, H;=222, Hy=mm2, H[I1H;=2,
pi=pi=2, pnj=4=pip;,
R(222)® R(mm?2) = R(2,).
Par un simple calcul de caractéres, on vérifie qu’on a:
(A;+B))®(A,+B,)=(A,+A,+ B, +B,).

Voyons maintenant quelques cas particuliers. Si la
partition de G n’admet qu’un seul complexe double,
c’est-a-dire, si H;H;=G, alors R(H,)®R(H;)=
R(H,[H)).

Exemple
G=4m, H,=4, H=222,
HH;={1,4,2.,4#}1,2,,2,,2.}
={1,2,,2,, 2, ‘_‘, Marp, M_gip,
2,20,20,20, 1,8, m_gryy, Masp, 3} =32m,
H,MH =2,
R(A)®R(222)=(A,+A,)®(A,+ B))

=A,+A,+B,+B,=R(2,).

Si I'un au moins des sous-groupes H; ou H; est
invariant, alors:

R(H;)® R(H;) = (pip;/ pirj) R(H; [ Hj).
Exemple

G=42m, H;=my.,,

Hfl_‘szmaH”

H; =mm2,
pi=pini=4,
=2, pipi/Pinj=2,
R(m, . ,)® R(mm2)=(A,+B,+E)®(A,+B,)
=2(A,+B,+E)
=2R(ma+p)
=2R(myip Tmm?2).
Quel que soit H;, alors R(H;)® R(G) = R(H,).

Exemple
G=23, H;=2, (voir Tableaux 5 et 6),
R(2,)®R(23)=(A+E+T)®A
=A+E+T=R(2,).
Quel que soit H;, alors R(H;)® R(1) = p;R(1).
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Exemple
G=42m, H,=2,,
R(2,)®R(1)=(A,+B,+E)
®(A;+A,+B,+B,+2E)
=4(A,+ A+ B,+ B,+2E)=4R(1).

Quel que soit H;, R(H;)® R(H,) contient R(H,) au
moins une fois et si H; est invariant, alors:

R(H;)®R(H,)=p,R(H)).

pi=49

Exemple
G=23, H, =222, p =3,
R(222)®R(222)=(A+E)®(A+E)
=3(A+ E)=3R(222).

Quel que soit G, R(G)®R(G)=R(G) et R(1)®
R(1)=|G|R(1). Si G est abélien, alors dans tous les
cas on a:

R(H;)® R(H;) = (p:p;/ pimj) R(H,TT Hj).

Exemple
G=4/m, H,=2/m, H=4, HT1H;=2,
Pi=pj=2, pnj=4, pp/pe;=1,
R(2/m)®R(4)=(A,+ B,)®(A, +B,)
=(A,+B,+A,+B,)
= R(2) (cf Tableaux 7 et 8).

2. Intersection de RIP

Une représentation R de G est dite ’intersection
des RIP R(H,) et R(H;) si R< R(H,), si R< R(H,)
et si R est de dimension maximum parmi toutes les
représentations de G incluses dans R(H;) et R(H;);
on note alors R= R(H;)N R(H,;). Remarquons que
R n’est pas forcément une RIP; on a d'une facon
générale R(H;LIH;)= R(H;,)N R(H,).

Exemple
G=4m, H,=2,, H=m,,,.
H,UH,=42m, R(2,)=A,+B,+E,
R(ma.s)=A,+B,+E, R(&m)=A,,
A, cA+E=(A,+B,+E)N(A +B,+E)#RIP.

Hi et Hj étant respectivement des sous-groupes con-
jugués quelconques de H; et H; dans G, on a:

R(H})NR(H})=R(H;)N R(H;).

Désignons alors par Hf un sous-groupe conjugué de
H; ayant la propriété d’avoir le maximum d’éléments
en commun avec H;. On peut alors construire une

base pour R*=R(H;)N R(H}) de la maniére qui
suit. Considérons le recouvrement de G en p; pseudo-
complexest L, =A;HH} ol I'’ensemble des com-
plexes A, H; est la partition P, de G (voir §II).
Remarquons les propriétés caractéristiques de ce
recouvrement de G: L, = H;H} n’est pas forcément
un sous-groupe de G, tout ¢élément de G figure dans
au moins un pseudo-complexe, un élément quelcon-
que de G peut apparaitre plusieurs fois (multiplicité)
dans la construction d’un pseudo-complexe donné,
tous les éléments d’un pseudo-complexe y
apparaissent avec la méme multiplicité, un élément
de G peut figurer dans plusieurs pseudo-complexes
différents, tous les pseudo-complexes contiennent le
méme nombre | H,||H}| d’éléments en tenant compte
de leur multiplicité. Nous allons conserver parmi les
pseudo-complexes ceux qui constituent avec L, un
ensemble L de vecteurs linéairement indépendants
au sens de ’espace vectoriel construit sur les éléments
de G. L’ensemble L est la base recherchée pour
R(H)NR(H¥)=R*.

Exemple
G=42m, H,=2,, Hj=m,,,=H*

An=1, A H;={1,2,},

Ly=24maep={1, Marp, 2., 4},
An=4, A,H ={4 m,,,},
L,=4L,={4,2,, m,,,, 1},
Ai=2., AzH;={2.,2},
Ly=2.L,={2., m_,.p,2,, ‘_1},

Au=4, A H ={& m_,.,},
L=8L={#2,,m_,,,,2.}
=L, ~-L,+L,.

L={L,, L,, L} estunebase pour R(2,)N R(m,,,) =
A+ E; plus précisément {L, + L,} est une base pour
la composante A,, {L,— L., L,—L;} est une base
pour la composante E.

Lorsque L,= H,H} est un sous-groupe de G
(éventuellement répété plusieurs fois), alors R(H,)N
R(H}) est une RIP: R(H,)N R(H})= R(H,LJ H¥).
L, est un sous-groupe, en particulier, si au moins I’'un
des sous-groupes H; ou H¥ est invariant vis-a-vis de

)

+ Les notions de complexe simple associé & un sous-groupe et
de complexe double associé a deux sous-groupes sont classiques
en Théorie des Groupes (Gorenstein, 1968). Nous avons appelé
pseudo-complexe associé aux sous-groupes H,, H¥ la quantité
Ly = A, HH¥ car elle paraft ressembler & un complexe simple ou
double sans en posséder une des caractéristiques fondamentales:
tout élément du groupe apparait dans un seul complexe d'une
partition en complexes simples ou doubles. Les recouvrements
d’un groupe en pseudo-complexes ne semblent pas avoir fait 'objet
de travaux approfondis.
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l’autre, c’est-a-dire, si on a h¥H,= Hh}, Vhie H},
ou si on a hH¥= H¥*h;, Yh;€ H;; c’est bien entendu
le cas si au moins 'un des sous-groupes H; ou H; est
invariant dans G.

Exemple
G=4m, H,=2,, H;=2. (invariant dans G),
An=1, L,=2,.2.={1,2.,24,2:}
=222=2,J2,,
An=4, L,=4L,={4,& m,.,, m_,.,},
Ap=2,, Ly=2.1L,

= {20 1’ 2b9 20} = Ll )
Au.=4, L,=4L,
= {339 ‘_1, m_gip, ma+b} = L2$

L={L,,L,} est une base pour R(2,)NR(2.)=
A,+ B, = R(222); plus précisément {L,+ L,} est une
base pour la composante A,, {L,— L,} est une base
pour la composante B,.

3. Treillis des RIP d’un groupe abélien

Lorsque G est abélien, tous ses sous-groupes sont
invariants et on a R(H;) N R(H;) = R(H;U H;), quels
que soient H; et H;. C’est le cas du groupe 4/ m (Fig.
3). Comme I’ensemble ordonné # des RIP non
équivalentes de G est alors isomorphe de I’ensemble
ordonné ¥ des sous-groups de G et que ¢ est un
treillis, il en résulte que R peut étre érigé en treillis.
Il reste a préciser le PGM et le PPM de deux RIP,
notés ici A et v:

R(H;) A R(H;) = R(H;)N R(H,)

= R(H;U H;),
R(H;)v R(H;) = (pi~/ pip;) R(H))® R(H,)
= R(H,[H)).
On déduit alors de [labsorption R(H;)v
[R(H)AR(H;)]=R(H;) la relation R(H;)®

R(H;U H;) = p, ;R(H;) ot p; ; est I'indice de H;| | H;
dans G.

Exemple
G=4/m, H,=1,
H/UH;=2/m, p,;=2,
R(1)®R(2/m)=(A,+ B, + E;)® (A, + B,)
=2(A;+ B, + E,)

H=m,

comme on peut le vérifier sans difficulté a partir des
caractéres de 4/m (cf. Tableaux 8 et 9).

Puisque G est abélien, les deux treillis 4 et R sont
modulaires; ce qui veut dire que H; > H; entraine

H.I(H,UH;)=(H,"H)UH,
R(H;)= R(H;)
R(H;)v[R(H\) A R(H;)]
=[R(H;)v R(H,)]a R(H,),
quel que soit H,. Il en résulte que H, > H; entraine:
|Hi | H L H|
|GI|H,T1(H, U Hj)|
=[R(H;)® R(H,)]N R(H,).

R(H,)®[R(H,) N R(H;)]

Exemple
G=4/m, H;=4, H;=2, H,cH,
H,=m, H,JH;=2/m, H(HUH)=2,
R(H;)=A;+A,, R(H)=A,+B,¥A,+B,,
R(H,)=A,+B,+E, R(H)NR(H)=A,+B,.

On calcule d’une part:

4x4
éx—z(Ag+Au)®(Ag+Bg)=Ag+Bg+Au+Bu

et d’autre part:
[(A;+A,)® (A, + B+ E,)]
N(A;+B,+A,+B,)
=(A,+B,+E,+A,+B,+E,)
N(A;+B,+A,+B,)
=A,+B,+A,+B,.

Ces propriétés toujours vraies pour un groupe
abélien et ses sous-groupes sont encore vraies pour
un groupe non abélien a condition de ne prendre en

222 nez 4

Bk, By o B e 2E

Fig. 4. Treillis modulaire des sous-groupes invariants du groupe
G=42m.



34 QUELQUES PROPRIETES DES REPRESENTATIONS INDUITES PRINCIPALES

considération que ses seuls sous-groupes invariants
et les RIP qui leur sont associées.

Exemple

La Fig. 4 donne le treillis modulaire des sous-
groupes invariants du groupe G=42m; il est
isomorphe du treillis modulaire des RIP associées a
ces sous-groupes invariants.

V. Remarques finales

Les propriétés des RIP ont été illustrées dans le
présent mémoire sur les exemples des groupes ponc-
tuels 42m, 23 et 4/ m qui sont de complexité moyenne.
Nous tenons a la disposition du lecteur des tables
concernant les 32 groupes ponctuels cristal-
lographiques, les 58 groupes ponctuels bicolores vrais
(cristallographiques), les 32 groupes ponctuels
bicolores gris (cristallographiques) (Belguith & Bil-
liet, 1989) et des groupes ponctuels non cristal-
lographiques (Masmoudi & Billiet, 1988).

Un domaine d’application des RIP est I’étude des
représentations sous-tendues par les vecteurs de
liaison des molécules a atome central. C'est le cas,
par exemple, de la molécule PCl; bipyramidale a base
triangulaire dans I’état vapeur qui est caractérisée par
le groupe ponctuel 6m2. En voici les positions [nota-
tions dérivées directement de celles du groupe
d’espace P6m2 - N° 187 (International Tables for
Crystallography, 1987)]:

Cl 3 j mm2 x, x,0; x,2x,0; 2%, X, 0.
Cl2g3m 0,02z20,0,z
P 1 a6m2 0,0,0.

Les cing liaisons P-Cl sous-tendent la représentation
de permutation I'=2A|+ A5+ E’ du groupe 6m2. I

Acta Cryst. (1989). A45, 34-39

est la somme de deux RIP de ce groupe: R(3m) =
Aj+ A; sous-tendue par les deux liaisons axiales
[2,11 A; ¢f Durrant & Durrant (1972)] et R(mm2) =
Al+ E'sous-tendue par les trois liaisons équatoriales
[2,04 A; ¢f Durrant & Durrant (1972)].

Les RIP d’un groupe sont un cas particulier d’'une
catégorie plus vaste de représentations induites dites
‘monomiales’, c’est-a-dire, induites par les repré-
sentations monodimensionnelles des sous-groupes
(Gorenstein, 1968). Des représentations monomiales
plus complexes que les RIP apparaissent lorsqu’on
étudie par exemple les représentations sous-tendues
par des vecteurs équivalents joignant des positions
prises dans deux familles de positions équivalentes
d’un groupe ponctuel (molécule a liaisons non cen-
trales) (Masmoudi & Billiet, 1989).
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Bounding a Molecule in a Noisy Synthesis
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Abstract

A method of bounding a protein molecule in a very
noisy synthesis is considered. It consists of two steps.
In the first step (‘nonlinear filtration®) basic points

are chosen that are most likely to belong to the region
of the molecule. In the second step (‘linear filtration’)
a compact region with the maximal concentration of
these points is searched. Various modifications of the
method are analysed. It is shown that the molecular
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